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Geometria eliptica

Una de las posibles geometrias no euclidea se llama eliptica. Y una versién sencilla de la misma se
desarrolla sobre una superficie esférica. Las “rectas”, en este caso, serian las circunferencias méximas
(interseccién de la superficie esférica con un plano que pasa por el centro).

Esta geometria cumple los primeros cuatro postulados de Euclides.

N

4
[}, AP\

Tridngulo de la geometria eliptica
Comprueba que:
a) Dos “rectas” siempre se cortan.

b) Por un punto exterior a una “recta” no se puede trazar ninguna otra “recta” que no corte a la pri-
mera.

¢©) En esta geometria eliptica no se cample el quinto postulado de Euclides.
a) Sean R y R, “rectas” en la geometria eliptica, y S la superficie esférica.
R=m;NS& R=m,NS
Como los dos planos pasan por el centro, se cortan — T N T, =7
Los puntos P=7r NS verifican:
Pe Ry Pe Ry - Pe RRNR, - R y R, secortan.
b) No es posible puesto que todas las rectas se cortan.
¢) El quinto postulado de Euclides:
“Por un punto P exterior a una recta r del plano solo se puede trazar una recta paralela a ella’.

Si fuera cierto, por un punto P exterior a una recta 7 del plano se puede trazar una recta que no la
corta, pero hemos visto que eso es imposible, luego no se cumple el postulado.
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1 Representa los puntos siguientes:
PG5,2,3), Q3,-2,5), R(1,4,0)
$3,0,4), 1T(0,6,3), U(0,0,4)
P(5,2,3) 2

0625
R(1,4,0) S.

$(3,0,4)

7(0, 6, 3)

U, 0, 4)

.............

& Sitda sobre unos ejes coordenados un punto P. Proyéctalo, P', sobre el plano XY. Sigue el
proceso hasta determinar las coordenadas de P. (Observa que el tinico paso no determinado es
decidir la situacién de P’).

P(3,5,2)
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1 Calcula m y n para que los puntos P(7,-1,m), Q(8,6,3) y R(10, n,9) estén alineados.
PQ (1,7,3-m), QR =(2,n—6,06)

P, Q, R estdn alineados — P—Q)//@) - %: n;G :3—%
n=-6 _ _ 6 _ _
7 =2 > n=20 3 2 > m=0

Luego m =0y n=20.

2 Halla las coordenadas de los puntos medios de los lados del tridngulo cuyos vértices son los puntos
A(la -3, 5)3 B(Oa 7s 2) y C(_la 5, 6)-

A(1,-3,5)
Dy Cl:(1+0 _3+7 5+2>:<_2Z)
R ' 27 2 7 2 2’72
56 A,:(051)7;5’2;6>:<_%,6’4>
_[1=1 =3+5 5+6)\_ 11
B'(z’ 2 ’2)‘(0’1’2)

B(0,7,2)

3 Dados los puntos A(-3, 5,11) y B(3,5,-1):
a) Halla el punto medio del segmento AB.
¢) Obtén un punto M de AB tal que AM = 2MB.

b) Halla el simétrico de B respecto de A.
d) Obtén un punto N de AB tal que NB=3AN.

a)MAB=<_32+3’5;5’112_1)=(0;5,5) oM
A B
b) Sea B'(at, B, y) el simétrico de B respecto de A. Asi: B(oc,.[g: BT A(—3S 0 36, 5’)_1)

P_s pos B'(-9, 5, 23)

_12+Y=11 — y=23

J

M
M(x, y, 2): : ; o —
o Sea M(x 5. 2) AE3,5,11) BG,5,-1)
(x+3),y-52-11)=2B3-x%5-y,-1-2) —
x+3=6-2x
- y-5=10-2y ¢ > x=1,y=5,2=3 > M(1,5,3)
z—-11=-2-2z
d) Sea N(x, y, 2): N |
B-x5-p-1-2=3kx+3,y-52-11) — A(=3,5,11) ~ BB,5.-D
3—-x=3x+9
- 5-y=3y-15 —>x=_2—3,y=5,z=8 %N(?ﬁﬁ)
-1-2=3z-33
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1 Obtén las ecuaciones paramétricas, la ecuacién en forma continua y las ecuaciones implicitas de
la recta que pasa por estos puntos:
A (—5’ 3; 7) Yy B(Z, —3, 3)
Vector direccién: (2, -3, 3) — (-5, 3, 7) = (7, -6, —4)

Ecuaciones paramétricas:

x= 2+7A
y=-3-6A
z= 3—4A

Ecuacion continua:

x—=2 =J’+3 _z-3
7 -6 -4

Ecuaciones implicitas:

2 Jy+3

ST D TGkr12=7ye 2 {6x+7y +9-0
H

";2:2"43 — —4x+8=7z-21 e+ 72-29=0

2 Halla seis puntos de la recta anterior diferentes de A y B.
Déndole valores a A, obtenemos:

A=1— (9,-9,-1)

A=2 — (16,-15,-5)

A=3 — (23,-21,-9)

A=4 — (30,-27,-13)

A=-2 — (-12,9,11)

A=-3 — (=19, 15,15)

(Para A =0 y A =-1, obtenemos los puntos que tenfamos).

3 Comprueba si alguno de los puntos que se dan a continuacién pertenecen o no a la recta 7:

x=5-2\
AG5,0,0) B(3,3,4) C@15,-15,49) D(1,6,0) riyy= 3\
z2=4

Ag¢ r, pues z=4

5-2A=3 — A=1
B:1 3L=3 - A=1{ Ber
4=4

(5-2A=15 — A=-5
C: 30 =-15 > A=-5} Ce r
4-4

L

D¢ r, pues z=4
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1 a) Halla las ecuaciones paramétricas y la ecuacién implicita del plano que pasa por P(1, 7, -2),
Q(4,5,0) y R(6, 3, 8).
b) Halla otros tres puntos del plano.
¢) Calcula el valor de 7 para el que el punto A(1, n, 5) pertenece al plano.
a) El plano es paralelo a ﬁj =(3,-2,2) ya @?) =(2,-2,8) /1 (1,-1, 4).

Ecuaciones paramétricas:

x=4+30+ U
y=5-2A-
z=  2\A+4u
Ecuacion implicita:
x—4 3 1
y—=5 -2 -1|=0, esdecir: 6x+10y+2z—-74=0
z 2 4

b)A=1, u=0 - (7,3,2); A=0, u=1 — (5,4,4); A=1, u=1 — (8,2, 06)

¢) Sustituimos en la ecuacién implicita:
6-1+10-7+45-74=0 = 6+107+5-74=0 — 10n=63 — n-= f_g

2 Comprueba si el punto de coordenadas (15, 2, 7) pertenece al plano siguiente:

x=3-5L+L
y=1- A
z= u

15=3-5A+u

2=1-4A = A=-1, u=7

7=

Como el sistema tiene solucién, el punto pertenece al plano y se obtiene con los valores A =-1, n="7.
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1 Estudia la posicién relativa del plano y de la recta:
x= 2+3\
M:2x—y+3z=8 riyy=-1+3\
z= - A

Hallamos los puntos de corte de 7 y m:
2Q2+30) —(-1+30) +3(-M)=8 — 4+6A+1-3A-3AL=8 — 0A =3 — No tiene solucién.

La recta y el plano son paralelos, pues no tienen ningtn punto en comun.

2 Dados estos tres planos, estudia la posicién relativa entre cada dos de ellos:

2x— y+3z=8
x+3y— z=5
2x+6y—2z=5

¢{Tienen los tres planos algin punto comun?

2x— y+3z=8
x+3y— 2z=5

} Se cortan en una recta.

x+3y— z=5
2x+6y—2z=5

} Son paralelos.

2x— y+3z=8

; Se cortan en una recta.

2x+6y—2z=5 :
No hay ningtn punto comun a los tres planos. V
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1 Escribe las ecuaciones implicitas y paramétricas de las siguientes figuras:

PLANO YZ

a) x siempre vale 0.

y puede tomar cualquier valor.

z puede tomar cualquier valor.

x=0
T ox=0 > W yy=A
z=U

b) x puede tomar cualquier valor.
y siempre vale 0.

z siempre vale 0.

Eje X: y=0_) :
je X2 o r:

N o< R
I
S o >

¢) z puede tomar cualquier valor.

El plano T en su interseccién con el plano XY determina la recta 7 de ecuacién: r: 2x—y = 0.

Asi, en el espacio XYZ:

x=A
T:2x—y=0 — M {y=2A
z=U

d) Calculamos la ecuacién de la recta en el plano XZ:

r pasa por A(4,0) y B(0,3) — AB =(-4,3)

x=4— 4\ 2 4
r: {z:37\, - X:;,x=4—§z

r:3x + 4z =12 enel plano XZ.
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En el espacio XYZ la recta no toma valores en y, por tanto, y=0. Luego la ecuacién de la recta r
en el espacio XYZ es:

x=4— 4\
1r=0 J o
i {3x+4z=12 AR P

=3\

e) x puede tomar cualquier valor.
z puede tomar cualquier valor.

y siempre vale 7.

x=A\
Ty=7 — M:yy=7
z=U

f) y puede tener cualquier valor.
Calculamos la recta que determina el plano p en su interseccién con el plano XZ:
r pasa por A(4,0) y B(0, 3).
Por el apartado d):
r:3x + 4z =12 enel plano XZ.

Asi:
x=4— 4\
T3x+4z=12 - M yy=U
z =3\

2 Representa grificamente las figuras dadas por las siguientes ecuaciones:

x=\ x=A x=A
a)z=4 b)iy=u ©1y=XA d)iy=0
z2=4 z=4 z2=4
x=3
y:o x=0
e) {z=4 f) 220 2y=0 h){y=0
z=A+U
xo3 Y z:g+zsl
) {y-4 D iy=n Rx+yrz=1 D 1yz0
z=5 z=1T 250
=2
m) x2 = z2 n) ¥
z2=0

jAtencién! Una de ellas representa un punto, y otra, todo el espacio; hay una que tiene dos pars-
metros, pero actian como si solo hubiera uno y, finalmente, hay una que no estd expresada con
ecuaciones lineales, pero que se puede reescribir utilizindolas.

Z
a) z=4 — z siempre vale 4.

x e y pueden tomar cualquier valor.
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x=A — x puede tomar cualquier valor.
b) 1 y=1 — y puede tomar cualquier valor.
z=4 — z siempre vale 4.

Es el mismo plano que el del apartado anterior.

x=\
91y > x e y siempre toman los mismos valores.
z=4  — z siempre vale 4.

Como solo hay un pardmetro, es una recta (paralela al plano XY).

x=A — x puede tomar cualquier valor. z
d) {y=0 — y siempre vale 0.
z=4 — z siempre vale 4. ’

Como solo hay un pardmetro, es una recta.

Como y =0 siempre, es una recta del plano XZ. , ' %

J SR .
e) 4 Es la ecuacién implicita de la recta anterior.
Z =

(x=0 - «x siempre vale 0. Z
f) 12=0 — z siempre vale 0.
y puede tomar cualquier valor.

Es la ecuacién del eje Y. >

g) y=0 — y siempre vale 0.
x puede tomar cualquier valor.

z puede tomar cualquier valor.

Es la ecuacién del plano XZ.

-

X
h) 1y
z

3
0

=A+U — sihacemos A+ =p, p€ IR, tenemos:

x=3 — x siempre vale 3.
y=0 — y siempre vale 0. — Nos movemos en el plano XZ

z=p — z puede tomar cualquier valor. 7

Como solo hay un pardmetro, es una recta. /{
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x=3 — x siemprevales. =

i) yy=4 — y siempre vale 4. . )
z=5 — z siempre vale5. R o0

Es un punto.

______________

x=A — x puede tomar cualquier valor.
j) 17=U — y puede tomar cualquier valor.
z=p — z puede tomar cualquier valor.

Representa todo el espacio.

k) x + y+z=1. Es un plano.

Calculamos las intersecciones con los ejes:

y=0
Eje X: — x=1— (1,0,0)

z=0
x=0 \
Eje Y-

, 271010 v

N
1]

X
1]
(]

Eje Z: — z=1— (0,0,1)

<
Il
(=)

) [x+y+z<1 — Describe la regién limitada por el plano anterior, P

cuyas coordenadas estdn por debajo de él.

>0 > Las tres variables tienen que se positivas.
z2>0

Representa la region comprendida entre la parte positiva de los pla-
nos XY, YZ, XZ yel plano x+y+z=1.

2 = 22 obtenemos dos posibles planos:

m) De la ecuacién x
X=2z

X =—Z

n) La variable y puede tomar cualquier valor, mientras que x y z
permanecen fijos: es una recta paralela al eje Y. Z
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1. Ecuaciones paramétricas a partir de las implicitas

Hazlo tu. Escribe las ecuaciones paramétricas de la recta determinada por los planos:

{3x+2y—z+ 1=0

Resolvemos el sistema:

3x+2y—2z+1=0 1 9
2x — y+z+4=0} i

Ecuaciones paramétricas:

.9 1
x = 7 77\.
_2y .10
Y7t
z=A\

&. Ecuacidén de una recta que corta perpendicularmente a otra

x=-1-21A
Hazlo ti. Dadalarecta r: {y= 3+ A yelpunto P(5,5,1).
z=-5

Determina:
a) La ecuacién del plano T que pasa por P y es perpendicular a 7.

b) La ecuacién de la recta que pasa por P y corta perpendicularmente a 7.

a) Vector normal de T nT[ =(-2,1,0)
T:-2x+y+k=0
Pasa por P(5,5,1) — las coordenadas de P verifican la ecuacién — -10x+5+ k=0 — k=5
T-2x+y+5=0

b) s estd contenida en T por ser perpendicular a 7. Buscamos la recta que pasa por P y por r N m:

Calculamos Q= r N m:
2(-1-20)+(B+A)+5=0 > A=-2
Q=(3,1,-5)

PQ =(-2,-4,-6) =-2(1, 2, 3)

x=5+ A
s11y=5+2)\
z=14+3A
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3. Ecuaciones de planos

Hazlo tu. Escribe la ecuacién del plano que contiene al punto A (1, 0, -3) y es perpendicular a la

Sx+ y—-z=4
2x—2y—-2=5"

recta 7: {

Calculamos el vector de direccién de 7:
d=051,-1)%2,-2,1)=(=3,3,12) = 3(-1, 1, -4)

T es perpendiculara o, y pasa por A.
T:—x+y—4z+k=0

y pasa por A(1,0,-3) — las coordenadas de A verifican la ecuacién — -1 +0+12+4,=0 — k=-11

T:—x+y—4z—11=0

4, Posicion de tres planos en funcién de un parametro

Hazlo tu. Estudia la posicién relativa de estos planos segiin los valores de a:

o x—y =a
B:3x—  z=a+5
Y:5x+y+az= 6

x—y =a
3x — z=a+5
S5x+y+az=0

Matriz de coeficientes y matriz ampliada:

1 -1 0 1 -1 0 a
A=(3 0 -1 A'=[3 0 -1 a+5

5 1 a 5 1 a 6
|A|=3a+6

*Siaz-2 — ran(A) =ran(A') =3 — el sistema es compatible determinado.

Los planos se cortan en un punto.

e Sia=-2:
N R A)=2
3 073" — ran(A) =
1 -1 2
3 0 3|=-6— ran(A')=3 — Elsistema es incompatible.
5 1 6

Los planos no son paralelos, se cortan dos a dos.
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8. Plano que contiene a una recta y es paralelo a otra

Hazlo tu. Dadas las rectas:

cx-1_Y-2_  xs+1_y-1_
L S S
Estudia su posicion relativa y obtén, si es posible, un plano paralelo a s que contengaa 7.
— 2 31
a) ran(d,, d.) = ran <3 ) 1) =2 — ry s tienen distinta direccion.
Por tanto, 7 y s se cortan o se cruzan.
P(1,2,00€ ry P(-1,1,0)e s — P.P.=(-2,-1,0)
2 31
ran(d,d,RS)=ran| 3 2 1|=3 — no coplanarios — 7y s s cruzan.
-2 -1 0

b) T tiene como vectores de direccién &, y d, y pasapor P.(1,2,0) € r.

x-1 y-2 z
T 2 3 1{=0 > mx+y—-52-3=0
3 2 1
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6. Ecuacion de un plano que contiene a dos rectas paralelas

—y—4z+1=0
Hazlo tu. Halla la ecuacién del plano que contiene a la recta 7: roymer
x —-2z+1=0

J2x -1 _ 3-y _2
y es paralelo a S =T =

T tiene como vectores de direccidn los de las dos rectas y pasa por un punto de 7.
d=(,-1,-4)x(1,0,-2) = (2,-2, 1)
d=(2,1,0)

Punto de r: P,=(~1,0,0)

2 02 x+2
w21 y =0 > m-—x+2y+62-2=0
1 0 =z

7. Posicion relativa de dos rectas en funcién de un parametro

Hazlo tu. Estudia la posicién relativa de las siguientes rectas segiin los valores de m:

= 1+2

x-2 -1 2_4 * +22
re ST == stqy=-2-2A
z= =2A\

Z= (1’ m, _1)’ Pr= (2) 1) 4)
6_{:: (2’ _2> _2)9 1)5: (19 _2) 0)

— — 1 m -1
ran(d,, d,) = ran (2 s _2)
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e Sim=-1 - rﬂn(Z,&_{;)zl — rlls

Sustituimos P, en la ecuacién de 7:

1-2 _,1-1_1-4
(I T

Luego no son coincidentes.
*Sim=z-1 — ran(d,,d; ) =2

ﬁ:= (1’ _2) 0) - (2) 1) 4) = (_1’ _3’ _4)

1 m -1
2 -2 2|=10m+ 10
-1 -3 -4
1 m -1
que es distinto de 0 para m = -1 — rman| 2 -2 -2 | =3 — las rectas se cruzan.
-1 -3 -4
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8. Determinaciéon de un plano
x= 2t
Hazlo tu. Halla la ecuacién del plano que contiene a la recta 7: {y= ¢ y corta al plano
T: 2x—y—2z =3 en una recta paralela al plano y = 0. z=-1

oL tiene como vectores de direccién el de 7: . = (2, 1,0) y el vector perpendicular a los vectores normales
a T yal plano y=0.
n=@2-L-1)y n'=(010)

ng=nxn =(2,-1,-1)x(0,1,0) = (1,0, 2)
o pasa por P,=(0,0,-1)

21 x
|l 0 y |=0 > :2x—4y—-2z-1=0
0 2 z+1

9. Posicién de recta y plano

Hazlo tu.
x= 1+2¢
a) Estudia la posicién relativa de la recta 7: {y = t yelplano m: ax + 3y —z=0 segin los va-
z=-2
lores de a.

b) Halla el punto de cortede » y m enel caso a=1.
a) d,=(2,1,0)
Z = (d) 3) _1)

7 puede ser paralela al plano, estar contenida en él o cortarlo.

2,1,0)-(2,3,-1)=22+3=0 — a:—%
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. Si a:—% > i
P.=(1,0,-2)

Sustituimos en 7 — % +2# 0 — son paralelos y distintos.

3

e Si di—j, se cortan.

b)Si =1 se cortan, por ser a = — %

T=x+3y—-2=0
Para hallar la interseccién sustituimos los puntos de 7 en m:

(1+2t)+3t+2=0 — fo_ 3

5

7 3 2

P=(L,-3_2)_»n
(5 5 5) T
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10. Recta que corta a otras dos

Hazlo tu. Halla la ecuacién de la recta que pasa por el punto P(2,-1, 1) y corta a las rectas:

x+y—z=2 x-2y-2z=3
"lax  -z=3 * 2x -3y =0

d=(1,1,-1)x(2,0,-1) = (-1,-1,-2) =—(1, 1, 2).
Resolviendo el sistema obtenemos un punto de R: P, = (2, 1, 1).
PP.=(2,1,1)=(2,-1,1) = (0, 2, 0)

d=(1,-2,-2)x(2,-3,0) = (-6,-4, 1)

Resolviendo el sistema obtenemos un punto de s: P, = (O, 0, —%) .

PP - Bl oL =(21,-2)-L4,2 -
pp,(o,o, 2) 2,-1,1) (2,1, 2) 5 (-4,2,-5)

La recta ¢ que buscamos estd determinada por los planos:

x=2 y+1 z-1
o | 1 1 2 |=0 > o:—4x+2z+6=0
0 2 0
x=2 y+1 z-1
B:| -6 -4 1 |=0 — P:18x—34y—-282-42=0
—4 2 -5

—4x+2z—-4x+6=0
z:
18x — 34y — 28z — 42=0



Unidad 5. Puntos, rectas y planos en el espacio VANANNSACHILLERA Q)

Matematicas |l

Ejercicios y problemas guiados
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1. Puntos que dividen a un segmento en tres partes iguales

Hallar las coordenadas de los puntos que dividen al segmento AB en tres partes iguales, siendo
A(5, -1, 6), B(-4 4, 6).

a) P=(x,7,z2)

OP = OA + AP

—_—

AP

—_—

AB

8

((-4,4,6)-(5,-1,6))= (—3,

SV

L1
3 3

(x,9,2)=(5,-1,0) + (—3,%, 0>= (2, %,6)

(z, 2 6) +(—4,4,6)
byQo 2 - =<—1,%,6)

2. Recta contenida en un plano

Si r es la recta que pasa por el punto P (1, -1, 1) y tiene como vector director (1, 2, —2), sexiste algiin
valor de a para el cual larecta r estd contenida en el plano T: 2x + 3y + 4z = a? En caso afirmativo,
encontrar el valor de a y en caso negativo razonar la respuesta.

x=1+A
a) r: 1y=—1+2X
z=1=2A

b) Sustituimos un punto cualquiera de la recta en el plano:
21 +A) +3(=1+20) +4(1-2A\)=a — 3=a

Solo verifican la ecuacién del plano si « = 3.

3. Recta que corta a otra, pasa por un punto y esta contenida en un plano

Hallar la recta v, que pasa por el punto A(1, -1, 0), estd contenida en el plano T: x +y = 0 y corta
alarecta s:x=y=z.

P=sNmn

Ecuaciones paramétricas de s:

A
A
A

N R
Il

Sustituimos un punto cualquiera de la recta en el plano:

A+A=0 = A=0 = P=(0,0,0)

x=—A
d,=(1,-1,0)=(0,0,0) = (1,-1,0) =—(~1,1,0) = 7: {y=2A
z=0
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4. Posicidn relativa de dos rectas

Si r es la recta que pasa por el punto P (1, -1, -2) y es perpendicular al plano 7: ax + 2y + 32+ 6= 0
y s esla recta que pasa por A(1, 0,0) y B(-1, -3, —4).

a) Calcular el valor de a para que r y s se corten.
b) Hallar el punto de corte para ese a.

¢) ;Cudl seria la posicion de ambas rectas para un valor de a distinto del obtenido?

d =(2,2,3) d =AB =(-1,-3,-4)—(1,0,0) = (-2, -3, - 4)
V7 b 1,11, 2) 1P =(1,0,0)
x=1+ah x=1-2u
riqy=—1+2A sty y=-3U
z=-2+3A z=—4U
AP, = (1,-1,-2) - (1,0,0) = (0,-1,-2)
a 2 3 a 2 3
ran (d,d, AP) = ran|-2 -3 —4| — |-2 -3 —4|=24-2
0 -1 -2 0o -1 -2
a 2 3
Sia=1 — ran|-2 -3 —4| =2 — las rectas se cortan.
-2 -1 2
b)a=1
Punto de corte 7 N s:
1+ A=1-2u
-1+2A=-3u —> A=2, u=-1
-2+3A=—-4pn
Q=(3,3,4)

c) Si a=1 elsistema es incompatible, luego las rectas se cruzan porque ran(d,, d;) > 1 puesto que los
vectores no son proporcionales independientemente del valor de 4.

5. Corte de recta y plano

Dados los puntos A(1, 1, 1), B(1,0,0) y C(0, 2, 1), sea r la recta que pasapor Ay By m el
plano que pasa por C y es perpendicular a r. Hallar el punto de corte de r y .

d =(1,1,1)=(1,0,0)=(0,1,1)

V7 p _(1,0,0)
x=1
reiy=»A
z=A

b)my+z+k=0

Sustituimos las coordenadas de C en la ecuacién del plano:
2+1+k=0 > k=-3 5> my+2z-3=0
ol=rNmn
Sustituimos un punto cualquiera de la recta en el plano:

A+A—3=0 — x:%

- (1,33
p-(13.2)
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Ejercicios y problemas propuestos

Pagina 145

Para practicar

M Puntos y vectores

1 Escribe las coordenadas de los puntos representados en esta figura.

35) 0033 )&(3.2.0): 5(3.0.3
P(O, 2,3), Q<0,3, 2>,R<3, 2,0),5(3, 0, 2)

2 Dado el segmento AB, con A(-2,1,0) y B(1, 3,-2) hallalos puntos P y Q tales que
4P- 145 y 4G -2 5.
3 3
Punto P:
P=(xy,2)
— 1 JE—
AP == AB
3
AP =P- A
AB = (1,3,-2) - (-2,1,0) = (3,2, -2)

ﬁ:%(s, 2,-2)

A+ )= (— 2 2)_(1,52 =2
P_A+3(3)2’ 2) (2’110)+<1)3) 3) ( 1;2) 3>

Punto Q
Q- A+%ﬁ
4 —4 7 —4
= _2; laO 2a_;— = 01_7—
Q= )+< 33 ) ( 33 )
3 Calcula el valor de 2 y & para que los puntos A(1, 2,-1), B(3,0,-2) y C(4, a, b) estén ali-
neados.
AB (2,-2,-1
E((3,4—2,2+1)} Para que estén alineado ha de ser: %: 4:22 =[7_7+11
Por tanto:
a-2_3 o __
> =5 > a-2=-3 = a=-1
b+l _3 _=3 -2
15 b 3 1 > b
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4 Hallalos puntos Py Q tales que AQ 3 4B

5AB y ﬁ:%A—Q), siendo 4(2,0,1) y B(7,5,-4)

L n P Q n n
A2,0,1) - ” ' B(7.5.—4)
TB’ (57 5) _5)

56:52+%Z§:@mJym&&—@=@s—m
W:W+ﬁ=@1’+%m= (2,0,1) +(2,2,-2) = (4, 2, -1)
5 Halla el simétrico del punto A4 (-2, 3, 0) respecto del punto M (1, -1, 2)

Sea A'(x, y, z) el simétrico de A respecto del punto M. Como M es el punto medio del segmento
AA', entonces:

x=2 J+3 z| _ _
( 2 b 2 )2> (1) 1’2)

x—2 _ _‘)’*’3__ _ = 2 _ B
2—1—>x—4,—2—1—>y—5,2—2—>z4
Por tanto: A'(4, -5, 4).

6 Los puntos A (1, 3,-1), B(2,0,2) y C(4,-1,-3) son vértices consecutivos de un paralelogra-
mo. Halla el cuarto vértice, D, y el centro del paralelogramo

Sea D(x, y, z) el otro vértice:

BA=CD — OD=0C +CD =0C +BA =
= (4) _1;_3)+ (_1’ 33 _3) :(3) 2) _6)

Si M es el centro del paralelogramo, es el punto medio de CA

OM = OC + CM - OC+%C4(,4ﬁ@+l(34$—

SEENE SN

M Rectas
7 Halla las ecuaciones paramétricas e implicitas de las siguientes rectas
a) Pasa por A(-3,2,1) y B(-5/2, 3/2,0).
b) Pasa por A(0, 1,-1) y es paralela a la recta que pasa por B(1,1,-1) y C(2,0, 1)
a) Un vector director de la recta » es AB (l, —% 1)

Tomamos el vector 3(1, -1,2)// AB .

e Ecuaciones paramétricas:

x==3+A
y= 2-X
z=1+2A
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* Ecuaciones implicitas:
Sumando las ecuaciones obtenemos:
x+y=1—> x+y+1=0
2x+z=-5 = 2x+z2+5=0
b) Un vector director de la recta s es BC (1,-1,2).

* Ecuaciones paramétricas:

x= A
y= 1- A
z=—1+2A

* Ecuaciones implicitas:

Sumando las ecuaciones obtenemos:

x+y—1=0
z+2y—-1=0

8 Escribe las ecuaciones implicitas de los lados del tridngulo de vértices A(1,0, 1), B(-2,0,1) y
c(0,3,1).
Lado AB:
AB =(=2,0,1)—(1,0,1)=(=3,0,0)

=0
x=1_J _z-1 _, {y

3 0 0 z=1
Lado AC:
AC =(0,3,1)—(1,0,1)=(1, 3, 0)

3x —3=—
x=1_J) _z-1 _>{ v

-1 3 0 z=1
Lado BC:
BC =(0,3,1)=(-2,0,1)=(2,3,0)

x+2 ) _z-1 _){3x+6=2)’

z=1

9 Comprueba si existe alguna recta que pase por los puntos P (3, 1,0), Q(0,-5,1) y R(6,-5, 1).

PQ(-3,-6,1) , .y
PEG.—6.1) Sus coordenadas no son proporcionales. Luego los puntos no estdn alineados.

10 Escribe las ecuaciones paramétricas y las ecuaciones implicitas de los ejes de coordenadas.

Paramétricas:
x=A x=0 x=0
Eje OX — {y=0 Eje OY — {y=A Eje OZ — {y=0
z=0 z=0 z=A
Implicitas:
y=0 x=0 x=0
Eje OX — Eje OY — Eje OZ —
z=0 z=0 =0
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11 Halla las ecuaciones de la recta que pasa por el punto A (-4, 2, 5) y es paralela al eje Z.
Si es paralela al eje OZ, tiene como vector direccién (0, 0, 1).
* FEcuacion vectorial:
(x, 3, 2) = (-4, 2,5) + M0, 0, 1)

* Ecuaciones parameétricas:

x=—4
y=2
z2=5+A

o Forma continua:

x+4:)’_2 _z-5
0 0 1

» Forma implicita:

x=—4 — x+4=0
y= 2 = y-2=0

12 Escribelasecuacionesdelarectaquepasaporelpunto P(1,-3,0) yesparalelaal vector u X v, siendo
u(1,-1,2) y v(2,0,0).

uxv=(0,4,2)//(0,2,1)
o Ecuacion vectorial:
(x, 9,2 =(1,-3,0) + M0, 2, 1)

o Ecuaciones paramétricas:

x=1
y=-3+2A
z=A

e Forma continua:

x—1_J*3 _2-0
0 2 1

* Forma implicita:

1 — x-1=0

X =
J+3
5 =T%y+3=2z—>y—2z+3=0

13 Halla las ecuaciones paramétricas de las siguientes rectas:

2x—-y+2-3=0 x+2y—2-3=0
" x—y+2-2=0 y 3y+2z-1=0
Resolvemos el sistema:
x=1
2x—y+2z-3=0
7 = x=1,y==1+A z2=A > r: yy=—1+A
x—y+z—-2=0 A
z=

Resolvemos el sistema:

x+2y—2-3=0
a 3y+2z-1=0
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14 a) Halla el vector director de la recta:

b) Escribe sus ecuaciones paramétricas.

a) d=(1,-1,0)x(0,1,1) = (-1, -1, 1)
b) Obtenemos un punto de la recta haciendo y = 0:

; El punto (0, 0, 2) pertenece a la recta.

z=2
x=-A
Ecuaciones paramétricas: {7y =-A
z=2+\

15 Expresa la siguiente recta como interseccién de dos planos:

AL
7.2— _1 =2

=z — x=2z - x-2z=0

DR R

1
:_)""1 _)_x:2)/+2%x+2_)/+2=0

16 Estudia la posicién relativa de las siguientes rectas y halla el punto de corte, cuando sea posible:

x—1=3’+2=z—1 s x+2_)’_3=z—2

a) r:

3 2 4 | 2 3
_x—l_J’_l_z—2 .x—4_.)’—4_z—5
b T =" =" s Ty
Cx_ . q_z+l ) x-2y— 1=0
c)r.2—y 1= 3 s.{ 3y-2z+1=0
x=3+4\
d)7: x;l =%=% s:1y=3+06L
z2=4+8\

a) E: (3’ 2) 4)3 P(ly _23 1)
d.(-1,2,3); P'(-2,3,2)

W(_3) 55 1)
3 -1 -3
M'=12 2|5 = |M]|=-5120 — Las rectas se cruzan.
4 31
%,—/
M

d,(4,1,2); P'(4,4,5)

PP’ (3,3, 3)
-1 4 3 21
M'=|2 1‘}3 —>|]l4'|=0y’1 2‘=3¢0—>mn(M):mn(M'):Z—>Lasrectassecortan.
1 23
;v_/
M



Unidad 5. Puntos, rectas y planos en el espacio VANANNSACHILLERA Q)

Matematicas |l

Para hallar el punto de corte, escribimos las dos rectas en forma paramétrica:

x=1— A x=4+4uU
riqy=1+2A styy=4+ U
z=2+ A z=5+2U

1—- A=4+4u| Sumandolalayla3.a: 3=9+6u — pu=-1
1+2A=4+ W¢ Sustituyendoenlal.a: 1-A=4-4 — A=1
2+ A=5+2u

Haciendo A =1 en las ecuaciones de » (o bien L =—1 enlasde s), obtenemos el punto de corte

(0, 3, 3).
o d.(2,1,3); PO, 1,-1)
d (1,-2,0)x(0,3,-1) = (2, 1, 3)
Tienen la misma direccién, y el punto P € 7, pero P ¢ s, luego las rectas son paralelas.
d) 4;(2.3,4)
d,(4,6,8)
Veamos si el punto P(1, 0, 0) € 7, pertenece también a s:

3+4h=1 > A=-1/2
3+60L=0 = A=-1/2; Pes
4+8L=0 = A=-1/2

Tienen la misma direccidn.

Por tanto, las rectas 7 y s coinciden, son la misma recta.

17 Obtén el valor de a para el cual las rectas 7 y s se cortan:

o 226-1_Y*3 _z-2
"3 -2 0

Calcula el punto de corte de 7 y s para el valor de 2 que has calculado.

rix=y=z—a — Z(l, 1, 1); P(0,0, a)

Cx—=1/2 _y+3 -2 (3 50l (1 _
s oo A —>d:<2, 2,0),1)(2, 3,2)

rix=y=z—a

W(%, 3,2 - ﬂ)

1 3/2 1/2
M=|1 2 3| > manM)=2
1 0 |2-a
_\,_/
M

Para que las rectas se corten, ha de ser ran(M') = 2; es decir, |M'| = 0;
M| = @ -0 > a=3

Para hallar el punto de corte, escribimos las rectas en forma paramétrica:

x= )\ x:%+%u 7\,:%+%u
iy cly=3-21 — A-—3-2u El sistema tiene solucién A =—1; W =-1
z=3+A z=2 3+A=2

Sustituyendo A = -1 en las ecuaciones de 7 (o W =-1 enlasde s), obtenemos el punto de corte
(-1,-1, 2).
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18 Halla los valores de m y n para que las rectas r y s sean paralelas:

x=5+4\ 1
riiy=3+ A s X V7 _z+3
m 3 n
z= — A
d.(4,1,-1)
— Las coordenadas han de ser proporcionales.
d,(m,3,n)

m_3 _ n
— == 212, =
A | - m n=-3

Para m =12 y n=-3, las dos rectas tienen la misma direccién.

Como el punto P(0, 1,-3) € s pero P ¢ r, las rectas son paralelas.

19 Halla la ecuacién de la recta perpendicular al plano x + 2y = 5 y que pasa por el punto
P(7,-2,1).

d,(1,2,0)

P.(7,-2,1)

x= 7+ A

riyy=-2+2\

z=1

=1
20 Escribe la ecuacién de la recta que pasa por P(-1, 5, 0) y es paralelaa 7: {; i‘: _2

d.(1,1,0)x(0,1,-1)=(-1,1,1)

" P-1,5,0)
x=—1-A
st9y=5+A
z=A
Pagina 167
M Planos

21 Halla la ecuacién implicita de cada uno de los siguientes planos:

a) Determinado por el punto A4 (1, -3, 2) y por los vectores _1;(2, 1,0) y \7(—1, 0, 3).
b) Pasa por el punto P(2,-3, 1) y su vector normal es n (5, -3, -4).

1
c) Perpendicular a la recta % _J +1 = % y que pasa por el punto (1, 0, 1).

Q) uxv=(2,1,0x%(1,03)=(3,-6,1)
3c=1)-6(y+3)+(2-2)=0
3x—6y+2-23=0

b)5(x—2)-3(y+3)—4(z—1)=0
S5x—3y—4z-15=0

9 n(l,-1,3)
2x-1)-=(y-0)+3(z-1)=0
2x—y+3z—-5=0
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22 Halla las ecuaciones paramétricas e implicitas de los planos XY, YZ, XZ.

Plano XY:
x=A
Paramétricas: {y=H Implicita: z=0
z=0
Plano YZ:
x=0
Paramétricas: {y=A Implicita: x=0
z=U
Plano XZ:
x=A
Paramétricas: {y=0 Implicita: y=0
z=U

23 Escribe las ecuaciones paramétricas de los planos:

a)z=3 b)x=-1 y=2
x=A x=-1 x=A
) (y=H b) 17=2 9 {y=2
z=3 z=U z=U

24 ;Cudl es el vector normal del plano x=-1?

Escribe las ecuaciones de una recta perpendicular a ese plano que pase por 4 (2, 3, 0).

El vector normal al plano x=-1 es n (1,0, 0).

x=2+A
Recta: {y=3
z=0

25 Calcula los valores de m y n para que los planos siguientes sean paralelos:
owmx+y—3z-1=0 B:2x+mny—2-3=0

:Pueden ser 0. y B coincidentes?

ng(m,1,-3)
Las coordenadas han de ser proporcionales:

nB(2,n,—1)
_7”_l:_3 - m= n:l
2 N n -1 6’ 3

Asi, quedarfa:
o:6x+y—3z2-1=0 = 6x+y—3z2-1=0
B:2x+%y—z—3=0 — 6x+y-32-9=0

Los planos son paralelos, no coincidentes. No pueden ser coincidentes pues los términos indepen-
dientes no son proporcionales a los anteriores.
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26 Considera los puntos A4(0, 1,-2), B(1,2,0), C(0,0,1) y D(1, 0, m).

Calcula el valor de m para que los cuatro puntos sean coplanarios.
ran (E, A—C:, E) =2

AB =(1,2,00-(0,1,-2) = (1, 1, 2)

AC =(0,0,1)-(0,1,-2) = (0, -1, 3)

AD = (1,0, m) = (0,1,-2) = (1, =1, m + 2)

1 1 2
0 -1 3 =0 > 6-m=0 > m=6
1 -1 m+2

Son coplanarios si 7 = 6.

2'7 Halla la ecuacién del plano perpendicular a la recta 7:
P(1,-4,2).

pasa por el punto

x-2y+6=0
{3x+2y—4=0 yaue
d =(1,-2,0)%(3,2,0)=(0,0,8) — n, =(0,0,8)=8(0,0,1)
T:z+ k=0
Como P(1,-4,2)em — 2+k=0 — k=-2
M:z-2=0

2—-z3
3

28 Comprueba que la recta % =y-3= cortaal plano x—2y+ z=1 y halla el punto de corte.

x =2\
ri1y=3+A
z=2-3A
Sustituimos un punto cualquiera de la recta en el plano:

M-2B+N)+2-3h=1 — x=_%

Se cortan porque hay SOIUCiéIl.
5 5 5 10 4
P = | = 2__’ __’2_3__ = __’_’7

29 Determina las ecuaciones paramétricas del plano que contiene al punto P(2, 1, 2) y ala recta
siguiente:

r:x—2=B=z_4

1 3

Si m contiene a la recta, contendrd al punto Q(2, 3, 4) y serd paralelo a E; 1, -1, -3).
También serd paralelo a P—Q)(O, 2,2)/11(0,1,1).
x=2+A

myy=l-A+u
z=2-3\A+U
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30

31

Considera las rectas siguientes:

-2z =5
e X1 =y=z-2 s:{x N 1

2
a) Comprueba que 7 y s son paralelas.
b) Halla la ecuacién implicita del plano que contienea r ya s.
a) d.(2,1,1); P(1,0,2)
d =(1,0,-2) x (1,-2,0) = (-4,-2,-2) // 2, 1, 1)

Las rectas 7 y s tienen la misma direccién. Ademds, P(1,0,2) € 7, pero P ¢ s. Luego las rectas
son paralelas.

b) Obtenemos un punto, Q, de s haciendo y = 0:
x—2z=5| x=11 103
x=11 z=3 QUL 0.3)

El plano que buscamos serd paralelo a E; (2,1,1) ya ﬁ (10,0, 1).

Un vector normal es: (2, 1, 1) x (10, 0, 1) = (1, 8, —10)
La ecuacién del plano serd:

1-(x=1)+8-(y—0)-10-(2-2)=0 — x+8y—10z+19=0

:Son coplanarios los puntos A(1, 0, 0), B(0,1,0), C(2,1,0) y D(-1,2,1)?
En caso afirmativo, escribe la ecuacién del plano que los contiene.

A43>= (_1 bl 1) 0) —1
AC=(1,1,0) 1

AD =(-2,2,1)| -2

=-2=0 — Los puntos no son coplanarios.

N = =
— O O

Otra forma de resolverlo

* Obtenemos la ecuacién del plano 7 que contienea A, By C:
AB X AC = (~1,1,0) x (1,1,0) = (0, 0,=2) // (0,0, 1) es normal al plano.
Ecuaciénde m: O0(x—1) +0(y—0) + 1(z—=0)=0 — z=0

(Podriamos haber advertido que z=0 es el plano que pasa por A, B y C observando que en los
tres puntos la tercera coordenada es cero).

* Comprobamos si el punto D pertenece a este plano:
¢(=1,2, 1) pertenece a z=0? Evidentemente, no.

Por tanto, los cuatro puntos no son coplanarios.

32 Estudia la posicién relativa de los tres planos en cada uno de los siguientes casos:

x+2y— 2-3=0 2x—y+2-3=0 x—y+ z-1=0 x+y-2z =0
a) 3y+2z-1=0 b)] x—y+2-2=0 ¢ {3x+ y-2z2 =0 d)y—=x+y+ z+1=0

x+ y+2-2=0 3x—y+z-4=0 2x+2y-3z2+4=0 2x — z2+2=0
a) x+2y— z=3 -1

1 2
3y+2z=1p M'=|0 3 2
X+ y+ z=2 111

N = W

[
M

|M|=8 — ran(M) = ran(M') =3 — Los tres planos se cortan en un punto.
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b) 2x—y+2=3 2 -1 1|3
x—y+z=2¢M'=|1 -1 1|2
3x—y+z=4 3 -1 1|4

-
M

La 3.2 columna es —1 - 2.3 y la 4.2 columna se obtiene sumando la 1.2y la 3.2,

Luego ran(M) = ran(M') =2 — Los tres planos se cortan en una recta.

o x— y+ 2= 1 1 -1 1|1
3x+ y—-22= 0y M'={3 1 2|0
2x+2y-3z=—4 2 2 -3 -4

N
M
1 -1
31 =420y |[M|=0 = ran(M) =2
1 -1 1
3 1 0|==1220 — ran(M') =3
2 2 -4

Los planos se cortan dos a dos, pero no hay ningtin punto comun a los tres.

11 -2 11 -2
d)|-1 1 1|=4—>rmn|{-1 1 1 |=3 — elsistema es compatible determinado.
2 0 -1 2 0 -1

Los planos se cortan en un punto.

33 Calcula la ecuacién del plano que determinan el punto A(1, 0, 1) y la recta:
x+y— z+1=0
" 24— y+2z =0
Un vector direccién de 7 es: d = (1,1,-1) x (2, -1, 2) = (1, —4, -3).
Obtenemos un punto de 7 haciendo x = 0:

- 1=0
_i+2§+ _0} Sumando: z2+1=0 = z=-1; y=2z=-2

P(0,-2,-1)

El plano es paralelo a d (1,-4,-3) ya PA (1, 2, 2).
Un vector normal al plano es: (1, -4, -3) X (1, 2, 2) = (-2, -5, 6) // (2, 5, -06)
La ecuacién del plano es:

2= 1) +5(p-0)-6(z—1)=0 = 2x+5y—6z+4=0

34 Estudia la posicién relativa de la recta:

x= —1t
riyy=0 , e R
z=1+¢

yel plano m:2x—y+ 3z=06.
g:: (_1a 0) 1)
n=(2,-1,3)

g: en = (-1,0,1)-(2,-1,3)=120 — No son paralelos, se cortan.
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35 Estudia la posicién relativa de la recta y el plano siguientes:

x=3 1
r: _)'=2 T Z=

Son perpendiculares y se cortan en el punto (3, 2, 1).

36 Escribe la ecuacién del plano que pasa por los puntos A(1,-3,2) y B(0,1,1) yes paraleloa
la recta:

3x-2y+ 1=0
" 2y+3z-3=0

T contiene las direcciones E: y AB.
d=(3,-2,00x(0,2,3) = (-6,-9,6) =-3(2, 3,-2)
AB =(0,1,1)~ (1,-3,2) = (-1, 4, 1)

x y-1 z-1
w2 3 -2 |=0 - mS5x+4y+112-15=0
-1 4 -1

37 Dados los planos: m: mx+2y—32—1=0 y n':2x— 4y + 62+ 5 =0 halla m para que sean:
a) Paralelos.
b) Perpendiculares.
a) Las coordenadas de (2, 2, —3) y de (2, —4, 6) han de ser proporcionales:

m_ 2 _=3 -
2 " Ti" e ol

b) (m, 2,-3) - (2,-4,6)=2m—-8-18=2m—-26=0 > m=13

x= 1+ ¢
38 Halla la ecuacién del plano que contiene a la recta {y=-1+2¢ y es perpendicular al plano
2x+y—-2-2=0. z= t

T contiene al vector d,.(1,2,1), al vector perpendicular al plano dado n(2,1,-1) y pasa por el
punto P(1,-1,0).

x—-1 y+1 =z
w1 2 1(=0—>m3y-3x-32z+6=0
2 1 -1

39 Halla la ecuacién del plano que contiene a la recta 7 y es paralelo a la recta s.

x— y-2=0 x—1
s x-2y+z=0 )

T contiene al vector CTI(Z, 1,-1), al vector I(l, -1,-1) x(1,-2,1)=(-3,-2,-1)=-(3,2, 1) y
pasa por P, = (1,0, 2).

x=1 y z-2
|l 2 1 -1 |=0—m3x-5+2-5=0
3 2 1
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Para resolver

40 Considera las rectas 7 y s de ecuaciones
x+2y =4
rix—1l=y=1-2 y s:{x_ zo2
a) Halla su punto de corte.

b) Determina la ecuacién del plano que contienea r y s.

I=(151)_1)
Qr'zazuxxn
x=1+A
riyy=A
z=1-A
d, =(1,2,0)x(1,0,-1) = (=2,1,-2)
P.=(2,1,0)
x=2-2U

stqy=1+1
z=-2U

Resolvemos el sistema:
1+h=2-2u
A=1+n ¢ > A=1, u=0
1-A=-2u
rNs="r2,1,0)
b) El plano viene definido por los vectores d,, d. yel punto (1,0, 1):

x—-1 y z-1
1 1 -1[=0—->m4y-x+32-2=0
-2 1 =2

41 Dado el plano m: x + =4 yel punto P(1, 1, 0), se pide:
a) La ecuacién del plano paralelo a © que contienea P.
b) Las ecuaciones paramétricas de la recta » perpendicular a T que pasa por P.
:Cudl es la posicion relativa de 7 y el plano hallado?
A T:x+z=Fk

Como Pem —- 1+0=f(t > m:ix+z=1

d, =(1,0,1)
b) r:
P.=(1,1,0)
(x=1+X\
r:qy=1
(2=

7y T son perpendiculares.
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42 Calcula el valor de m para que los siguientes planos se corten dos a dos:
Oix—3y—-2z2-2=0
B:—2x+ y- 2-3=0

T 5x + 52 =m
1 -3 =2
-2 1 -1(=0
5 0 5

Como los planos no son paralelos porque los vectores normales no son proporcionales dos a dos, para
que los planos se corten dos a dos es suficiente con que:

1 -3 2 1 -3 0
-2 1 3|20—> |2 1 0|=-5m-55 — Si m=-11, los planos se cortan dos a dos.
5 0 m 5 0 m

y-1_2+3

3 , calcula los valores de

43 Dados el plano 0:2x + ay + 42+25=0 ylarecta x+ 1 =

a para que la recta esté contenida en el plano.

d,=(1,2,5)
" P =(-1,1,-3)

Si d, L n, essuficiente con que un punto de 7 esté en el plano para que toda la recta esté contenida
en él.

—

dn=(01,2,5+2,24)=2a+22=0 — a=-11

Para a=-11 — P,€ a, porque sustituyendo sus coordenadas en la ecuacién de o obtenemos:
-2-11-12+25=0

luego para 2 =-11, rca.

44 Encuentra la ecuacién continua de la recta que pasa por el punto P(1, 1, 1) y corta a las rectas:

] x+ yrz=1 x_ V2 241
“2x+2y+2=0 251 T
d,=(1,1,1)x(2,2,1)=(-1,1,0)
"1P.=0,-1,2)
d-21,1
* P;:(Oazg_l)

])r—[)): (1) 1; 1) - (03 _1a 2) = (la 2: _1)
PP=(1,1,1)-(0,2,-1) = (1,-1,2)

La recta buscada, #, es la interseccién de los planos T, que contienea r ya P, y ®', que contiene
asyal
x—-1 y-1 z-1
m| -1 1 0 |=0 > m:—x—-y-32+5=0
1 2 -1
x—-1 y-1 z-1
| 2 1 1 |=0 - m:3x-3y-32+3=0 = x-y-2+1=0
1 -1 2
—x—y—-3z+5=0

t:
x—y— z+1=0
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45 Calcula b para quelas rectas 7 y s se corten. ;Cudl es el punto de corte?

x—1=3’+5=z+1 ,i_J’_b_z—l

2 3 2 AR | 2

r:

d. (2,-3,2); P(1,-5,-1); d.(4,-1,2); P'(0, b, 1); PP (-1,b+5,2)

2 4] -1
M'=|-3 —1|b+5| — Paraque las rectas se corten, ha de ser |M'| =0
2 2 2 (para que ran(M) = ran(M') = 2).
H—/
M

|M'|=4b+44=0 > b=—11

Para hallar el punto de corte, escribimos las dos rectas en forma paramétrica:

x=1+2A\ x =4
ri1y=-5-3\ styy=-11-p

z=—1+2A z=1+2U
1+2A=4p
—5—-3A=-11—u; Restando la 3.2 ecuaciénala 1.2: 2 =—1 +2u
—1+2A=1+2u
_ 3. -1 5
h=gih="0""3

3
2

en las de 5, obtenemos el punto de corte:

46 Determina el valor de 2 para que las rectas 7 y s sean coplanarias. Halla, después, el plano
que las contiene:

b x= 1+A
a)r:%:%:% stqy= 1-A
z=-1+1
3 x=6+6A
b)r:x;6=y2 =z;3 st y=4+kL
z=3+2A

a) d,(1,1,0); P(0, 4, 0)
d,(1,-1,1); P'(1,1,-1)

PPT(1,1—k ~1)
1 1 1

M'=|1 -1 1-k| — DPara que las rectas sean coplanarias, ha de ser || = 0.
0 1 -1

|IM|=k+2=0 - k=2
Un vector normal al plano es: E}x&}:(1,1,0)><(1,—1,1):(1,—1,_2)

El plano que las contiene es: 1(x—1)—1(y—1)-2(z+1)=0 — x—y—-2z-2=0



Unidad 5. Puntos, rectas y planos en el espacio VANANNSACHILLERA Q)

Matematicas |l

b) d, (3.2, 1); P(6,3,3)
d. (6, £, 2); P'(6, 4, 3)

PP’ (0, 1,0)
360

M'={2 k 1| — DPara que las rectas sean coplanarias, ha de ser |M'| = 0.
120

|M'| =6—6=0 — Para todos los valores de % lasrectas 7 y s son coplanarias.
Un vector normal al plano es: d, x d, = (3,2, 1) X (6, b, 2) = (4— £, 0, 3k — 12).
Tiene sentido siempre que 4 = 4.

El plano que las contiene es:

(4-h(x—06)+0(y—4) + Bk—12)(2—3)=0 = d—Ax+ Bk+12)z+ (12-3k) =0

4'7 Dadas larecta r, determinada por los puntos A(1,1,1) y B(3, 1, 2), y la recta:

x =2z-1=0
s: y _2-0

estudia su posicidn relativa y halla, si existe, la ecuacién del plano que las contiene.
d.=AB =(2,0,1); A(1,1,1) .

— L t .
T =(1,0,2)%(0,1,0)=(2,0,1); Ag s as rectas son paralelas

Obtenemos un punto de s haciendo z = 0:

El plano que buscamos es paraleloa d, ya AP (0, 1,-1).

Un vector normal al plano es: E:E: X AP = (2,0,1)x(0,1,-1) =(-1,2,2)
El plano es:
“1-x-1)+2-(-1)+2-(2-1)=0 = —x+2y+22-3=0

48 Halla la ecuacién del plano que pasa por los puntos A (1, 3,2) y B(-2,5,0) yes paraleloala

recta:
x= 3— A
y= 2+ A
z=-2-3\

El plano serd paralelo a AB (-3,2,-2) ya d (-1, 1, -3).
Un vector normal al plano es: (-3, 2, -2) x (-1, 1, -3) = (-4, -7,-1) — n 4,7,1)
El plano es:

4x-1)+7(-3)+1(2—-2)=0 = 4x+7y+2-27=0
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49 Si A(2,1,-1), B(1,0,1) y C(0,1,-3) son tres vértices consecutivos de un paralelogramo.
a) Halla el cuarto vértice, D.

b) Determina la recta que pasa por el centro del paralelogramo y es perpendicular al plano que
lo contiene.

a) En un paralelogramo los lados son paralelos dos a dos y del mismo médulo — AB = DC .
AB =(1,0,1)—(2,1,-1) = (-1, -1, 2)
D=(x, z)
DC =(0,1,-3) = (%, 3, 2) = (~x, 1 =y, —z— 3)
AB=DC — (-1,-1,2) = (=%, 1-y,—2-3) = x=1, y=2, 2=-5
D=(1,2,-5)

b) M: el centro del paralelogramo es el punto medio de A y C, dos vértices no consecutivos.

2+0 1+1 -1-3
M = =(1,1,-2
< 2 b 2 bl 2 ) (’ b )

AC =(0,1,-3) = (1,0, 1) = (-1, 1, —4)

T es el plano que contiene al paralelogramo:

x—=2 y-1 z+1
w| -1 -1 2 |=0 -5 m2x—06y—22=0

-1 1 -4
I=(2;_65_2)
"1r-1,1,-2)
x=1+2A
riqy=1-06A
z=—2-2A

50 Dados los planos:
Tix+y=1
Ty:my+2z=0
Tgix+ (m+ D)y+mz=m+1
a) ;Cudnto debe valer m para que no tengan ningin punto en comin?
b) Determina su posicién relativa caando m = 0.
a) El siguiente sistema debe ser incompatible:
X+ y =1
my+ z=0
x+(m+)y+mz=m+1
El determinante de la matriz de coeficientes, 4, es:

1 1 0
0 m 1| =m"—m
1 m+1 m

Si m=1y m=0, tienen un punto en comun.

Si o m=1:
x+ y =1
y+z=0p = rman(Ad)=2
X+2y+z=2
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Si anadimos la columna de términos independientes:

=1 - mnd)=3

—_— O -
N = =
NN O =

No tienen ningtn punto en comuin por ser un sistema incompatible.

b) Si m=0:
x+y =1
z=0p — mn(d)=2
x+y =1
1 01
0 1 0|=0 — ran(A') =2 — tienen una recta en comun.
1 01

51 Calculael valor de m para que los puntos A4 (m, 0, 1), B(0,1,2), C(1,2,3) y D(7,2,1) sean

coplanarios. ;Cudl es la ecuacién de ese plano?
Hallamos la ecuacién del plano que contienea B, C'y D.
El plano serd paralelo a BC (1,1,1) ya CD (6,0,-2), esdecir,a (1,1, 1) ya(3,0,-1).
Un vector normal al plano es:
(1, 1L,1)X(3,0,-1) = (-1,4,-3) > n(1,-4,3)
La ecuacién del plano es:
I(x—0)—4(y—-1)+3(2—-2)=0 = x—4y+32-2=0
Para que A pertenezca al mismo plano, ha de ser:

m—4-0+3-1-2=0 > m+1=0 — m=-1

52 Considera el plano 7: 2x— 3y + 2= 0 y la recta de ecuacién r: * I 1_ y_—12 =2 ; 1 Hallala
ecuacion del plano que contiene a la recta 7 y es perpendicular al plano .
El plano serd paralelo a (2, -3, 1) ya (1, -1, 2).
Un vector normal al plano es:
(2,-3,1)x(1,-1,2) = (-5,-3,1) = n(5,3,-1)
El punto (1, 2, —1) pertenece al plano.

La ecuacién del plano es:

Sx—=1)+3(y-2)-1(z+1)=0 = 5x+3y—-2-12=0

53 Halla las ecuaciones de la recta determinada por la interseccién de los planos 7; y m,.

x=2 -l
Tpiriy= 3h+u Tyx+y—2z=3
z=3-3L

Los puntos de la recta tienen que cumplir las ecuaciones de los dos planos.

Sustituimos los valores de 7; en T,
2—u+3k+u—3+3k=3—96%:4—9%:-%

Las ecuaciones paramétricas de la recta son, por tanto:

x=2-U
y=2+p
z=1
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3x—y+z =0

54 Seanlarecta 7: {Zx 24320 y el plano de ecuacién ax—y+ 4z-2=0.

a) Calcula el valor de 2 para que 7 sea paralela al plano.
b) ;Existe algtin valor de 2 para el cual » sea perpendicular al plano?

Un vector direccién de 7 es: d = (3,-1,1)x(2,0,-1)=(1, 5, 2)

Un vector normal al plano es: n= (a, -1, 4)

a) Para que 7 sea paralelaal plano, d y n han de ser perpendiculares:
1,52)+(a,-1,4)=a-5+8=a+3=0 - a=-3

b) Los vectores d y n deberian tener sus coordenadas proporcionales.

5 .2

Como —— = -2, no es posible; es decir, no existe ningtin valor de 2 para el cual r sea perpendi-

-1 4

cular al plano.
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55 Dados la recta y el plano siguientes:

][x— 2z+3=0
7
Yy

C 2—4-0 Tx+2y+3z-1=0

halla la ecuacién de una recta s contenida en el plano T que pase por el punto P(2,1,-1) y
sea perpendicular a 7.

Un vector direccién de 7 es: d =(1,0,-2)x(0,1,-1)=(2,1, 1)
Un vector normal al plano es: n- 1,2,3)

Un vector direccidn de la recta que buscamos es: (2, 1, 1) X (1, 2, 3) = (1, -5, 3)

x=2+A
La recta es: y=1—57»
z=—1+3\

56 a) Estudia la posicién relativa de la recta y el plano siguientes:
x=3
r: {y -2 T:z=1
b) Halla, si existe, la ecuacién de una recta perpendicular a 7 y que pase por el punto de inter-
seccionde r y T.

a) Son perpendiculares y se cortan en el punto (3, 2, 1).

b) P=7r N es lasolucién del sistema siguiente:

x=3
y=2¢ — P(3,2,1)
z=1

dy=(1,0,0)%(0,1,0)=(0,0,1) = n,

Todas las rectas contenidas en T son perpendiculares a 7. Para encontrar una de ellas, buscamos
otro punto de m: Q(0, 0, 1).

d;=PQ =(0,0,1)-(3,2,1)=(-3,-2,0)

P.=(3,2,1)

s

x=3-3\
s19y=2-2A

z=1
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57 a) Dada la recta:
2x—y— 5=0
"1 x+  2-2=0
escribe la ecuacién del plano T que contiene a » y pasa por el origen de coordenadas.

b) Halla la ecuacién de la recta perpendicular a T que pasa por el punto P(1,1, 1).

d,=(2,-1,0)x(1,0,1) = (-1,-2,1)
a) r: {P,=(O,—5,2)
T contiene al vector E; y al vector ﬁ:: 0,-5,2)
El vector normal al plano es:
ny=(0,-52) % (=1,-2,1) = (<1, -2,-5) ==(1,2,5) — T:x+2y+5z+ k=0
Como pasa por el origen, T x + 2y + 5z = 0.
d =(1,2,5)
{R=(1,1,1>
x=1+A
stqy=1+2)
z=1+5\

58 Escribe la ecuacién del plano que pasa por los puntos A(1,-3,2) y B(0,1,1) yes paralelo a
la recta:

3x -2y +1=0
" 2y+3z-3=0

Un vector direccién de 7 es:
(3,-2,0) x(0,2,3) = (-6,-9,6) I/ (2, 3,-2)
AB = (-1, 4, 1)
El plano que buscamos es paralelo a (2, 3, —2) y paralelo a (-1, 4, —1).
Un vector normal al plano es: o= (2,3,-2)x(=1,4,-1) = (5,4, 11)
La ecuacién del plano es: 5(x—0) +4(y—1) + 11(z—=1) =0 — 5x+4y+ 112-15=0

59 Sean A y B los puntos de coordenadas A(3, 4,1 + 24) y B(-3, a, 0). Calcula las ecuaciones
paramétricas de la recta que pasa por A y B.

:Existe algitin valor de & para el cual dicha recta contenga al punto R(9, 4, 6)?

d =AB =(-3,2,0)— (3,4,1+22) =—(6, 4 — a,2a +1)
" P =(-3,4,0)
x=-3+6A
riyy=a+@-ak
z2=2a+1)A
Resolvemos el sistema:
9=-3+06A
bd=g+{d-a)hy} > 6AL=12 - A=2
6=2a+1)A
4=a+8-2a a=4
6=4a+2 }% {a:l

El sistema es incompatible, luego no existe ningtin valor de @ para el cual dicha recta contenga al

punto R(9, 4, 6).
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60 Considera el punto P(1, 0, 0) y las rectas:

r:x—3=%=z—+21 s: (% 9,2 =(1,1,0) + A(-1,2,0)

a) Estudia la posicién relativade » y s.

b) Halla la ecuacién del plano que pasa por P y es paraleloa » ya s.

d=(1,2,-2)  |d =(-1,2,0)
Y7 =3,0,-1)° T | P =(1,1,0)

No se cumple que d, // d, — Las rectas no son paralelas.

ﬁ: (13 13 0) - (3’ 0) _1) = (_2) 1) 1)

1 2 =2
-1 2 0| =-2=0 — Las rectas se cruzan.
-2 1 1

bn,Lld yn, Ld — n,=(1,2-2)x(-1,2,0)=(42,4=2(21,2)
T:2x+y+2z+k=0
Como pasapor P = 2+k=0 — k=-2
T2x+y+2z-2=0

61 a) Comprueba que las rectas:

1 x=t
rixsl=d_~ o B*3 y s:yy=1l+¢
2 5
z=2-t¢

no se cortan ni son paralelas.

b) Halla la ecuacién del plano 0. que contiene a 7 y es paralelo a s y la del plano 3 que con-
tiene a s y es paralelo a 7. ;Cémo son entre si los planos oy [32

d, =(1,2,5) d;=(1,1,-1)
v Pr=(_1)13_3)’ a P:=(011;2)

No se cumple que d, // d, — Las rectas no son paralelas.

PP =(0,1,2)-(-1,1,-3) = (1,0,5)

1 2 5
1 1 —-1|=-12=20 — Las rectas se cruzan.
1 0 5

b) Las direcciones d, y d, estdn en ambos planos.

x+1 y-1 z+3
o | 1 2 5 =0 > o:—x—-2y+z+4=0

0 1 2
x y-1 z-2
B: |1 2 5 =0 > Br—x-2y+2=0
0 1 2

o/l B

Ademis, no coinciden porque no tienen el mismo término independiente.
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62 Considera el plano 7: x— z=0 y la recta:
x=1+at
riyy=1-1¢
z= 2t
a) Determina el valor de a4 para que larecta  y el plano T sean paralelos.

b) Para ese valor de 4, determina las ecuaciones paramétricas de una recta ' paralela al plano
T y que corte perpendicularmente a 7 en el punto P(1, 1, 0).

a) n,=(1,0,-1)
E; = (ﬂ) _1) 2)

Para que la recta y el plano sean paralelos, d, tienen que ser perpendiculara n :

r

dn,=0-> (1,0,-1)-(a-1,2)=a-2=0 — a=2

7

b) d,; = (2,-1,2)

Si 7' es perpendicular a 7 y paralelaa m:

tid BIRPIP Sr 4
S SN =d. X =(2,-1,2)%x(1,0,-1)=(1,4,1
T Lo yo=d, Xng=( ) X ( )=( )

Cono pasa por P(1, 1, 0):

x=1+A
r'iqy=1+4A
z=A

63 Considera que 7 y s son las rectas definidas por las siguientes expresiones:
x+1 z
x+l _ 5_ 3

2 VT3

a) Halla el valor del pardmetro m para que r y s sean perpendiculares.

rimx=y—1=2+3 y s:

b) Justifica si existe algiin valor de m parael cual r y s sean paralelas.

—

tiene que ser perpendiculara d,:

a) Para que las rectas sean perpendiculares, d .

d.-d=0> (L,l,l).(z,l,—3)=0 - 2 4(2)=0 > m=1
m m

Para m =1, son perpendiculares.
.

tiene que ser proporcional a d,:

b) Para que las rectas sean paralelas, d., o

r
2 1.1

Um 17 -1

Como no es cierta la segunda proporcién, no pueden ser paralelas nunca.

64 Dado el punto P(1,-2,1), el plano m:2x—4y+z=15 ylarecta r: Lz=y+1= z—12:

a) Halla la ecuacién del plano que pasa por P y contienea 7.

b) Halla las ecuaciones de la recta que pasa por P, es paralelaa T y cortaa 7.
g::(_zrla_l)

D _(0,-1,2)
d,=(-2,1,-1) x—1 y+2 z-1

T 3PP =(0,-1,2)~(1,~2,1)=(-1,1,1)  @:| =2 1 -1 |=0—>x:2x+3y-2+5=0

P=(1,-2,1) 111
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b) 7" estd en el plano paralelo a T que pasa por P y en el plano que hemos encontrado en el apartado
a) por cortar a 7.

Plano paralelo a T que pasa por P
2x—4y+z+k=0 > 2+8+1+k=0 — k=-11

,|2x—4y+2z-11=0

a 2x+3y—z+ 5=0

65 Dados los vectores u = 2,3,5), v = 6,-3,2), w = 4, -6, 3), E = (8,0, a), y los planos:
T (% y,2) =(1,2,3) + Au + u;
' (% 9,2) =(1,2,3) + Aw + },LE
estudia la posicién relativade © y 7' segtin los valores de a.
Obtenemos las ecuaciones implicitas de los dos planos:
uxv= (21,26, -24)
21— 1) + 26(y— 2) - 24(2 = 3) = 0
p: 21x + 26y —24z—-1=0
W X p = (—6a, 24 — 4a, 48)
T —6a(x—1) + (24 —4a)(y—2) +48(z—3) =0
T': —6ax + (24 — 4a)y + 48z + (142 —192) = 0

w20 26 24
“\—6a 24—4a 48 | 192 —14a
M
21 24
6s 48‘=1008—144d=0%¢l=7

* Si a=7, queda:

21 26 241
—-42 -4 48 |94

) — Los planos S€ cortan €n una recta.

*Sia=7 = ran(M) =ran(M'). Los planos se cortan en una recta.

Los planos se cortan en una recta cualquiera sea cual sea el valor de # (aunque no sea siempre la
misma recta).

66 Halla las ecuaciones de la recta » que pasa por el punto P (2, 0,-1) y corta a las rectas:

x—2_J’_2_z+l x+)y +4=0
§1¢ = = $ye

2 -1 1 y—32+3=0

Escribimos las dos rectas en forma paramétrica:

=2+2M =—1-3A

U siea T ; $,(-1,-3,0)
S E A 0 N0 16 ) B E R WCC N

z=—1+A z=A

La recta 7 estd determinada por los siguientes planos:
* Plano o
Este plano contiene a la recta s; y al punto P, luego:
d;2,-1,1)// o, PS;(0,2,0)// 0, P(2,0,-1)€ o

La ecuacién de o es, por tanto:

x—=2 y z+1
2 -1 1 |=0—>x-2z2-4=0
0 2 0
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* Plano B

Este plano contiene a la recta 5, y al punto P, luego:

d;(=3,-3,1)// B, PS,(-3,-3,1)// B, P(2,0,-1)e P

La ecuacién de B es, por tanto:

x=2 y z+1
-3 3 1 [=0 > x+3z+1=0
-3 3 1

x—2z—-4=0

x+3z+1=0

Asi, 7: {

67 Estudia las posiciones relativas del plano y la recta siguientes segiin los valores de a:

{2x+y—az=2
Tx+ay—z=1 r:
x—y— z=a-1

o X+ay— z=1 1 2 -1 1
2x+ y—azg=2 M={2 1 —-a| 2
"l vy z=a-1 1 -1 -1 a-1
%,—/
M

) “1:{1+8 _1+3 a=-1
|M|=-a?+a+2=0 = a= I =<d:2
* Si a=-1, queda

1 -1 -11

M=(2 1 1 2 ::| Planos paralelos. La recta es paralela al plano.
1 -1 -1 -2

1 2 -1]1
M'=12 1 =22 Lal.ecuacién se obtiene restindole ala 2.2 1a 3.2,
1 -1 -111

Por tanto, la recta estd contenida en el plano.

*Sia#-1y a=2, larectay el plano se cortan en un punto.
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68 Dados los planos m:ax+y+z=a y T':x—ay+az=-1 comprueba que se cortan en una recta
para cualquier valor del pardmetro a. Obtén el vector direccién de esa recta en funcién de dicho

pardmetro.

max+ y+ z=a <a 1 1)
. - M=

T x—ay+az=-1 1 —a a

a 1
=—a?—1=—(a?+1) =0 paratodo valor de .

1 —a
Por tanto, ran(M) =2 para cualquier valor de @; es decir, los planos se cortan en una recta (cual-
quiera que sea el valor de ).

¢ Vector direccién de la recta:

(a,1,1)x (1, -, a) = (2a, 1 —a?, —a*-1)
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69 Considera las rectas siguientes:
x -3y +6=0 x—2ay =1-4a
" ax ~3z+3=0 ° 2y-z-4=0
a) Averigua si existe algin valor de 2 para el cual las rectas estin contenidas en un plano. En
caso afirmativo, calcula la ecuacién de dicho plano.

b) ;Existe algiin valor de a para el que las rectas son paralelas? ;Para qué valores de & se cruzan?
a) Obtenemos un vector direccién de cada una de las rectas:

(1,-3,0) X (2,0,-3) = (9,3,30) 1/ 3, 1,0) = d.,

(1,-24,0) % (0,2,-1) = (24, 1,2) = d.,

Las coordenadas de los dos vectores no son proporcionales para ningtin valor de 4; por tanto, las
rectas no son paralelas ni coincidentes. Para que estén en un mismo plano, se han de cortar en un
punto.

Obtenemos un punto de cada una de las rectas:
rix=0 = y=2,2z=1— P(0,2,1)

s:9=0 = 2=—4, x=1-4a = P'(1-44,0,-4)
PP (1-44,2,5)

Para que las rectas se corten, los vectores d,, d, y PP' han de ser coplanarios:

3 1 a
2a 1 2(=a4-1=0 > a=1
1-4a -2 -5

Si @ =1, las rectas son secantes, y, por tanto, estin contenidas en un plano.
El plano serd paralelo a (3, 1, 1) ya (2, 1, 2). Un vector normal al plano serd:
n=(3,1,1)x(21,2=01,-41
Un punto del plano es, por ejemplo, P(0, 2, 1). Asi, la ecuacién del plano es:
I(x—0)-4(y-2)+1(z—1)=0 > x—4y+2+7=0
b) Por lo obtenido en el apartado anterior, sabemos que:
* No hay ningtin valor de 2 para el que las rectas sean paralelas.

¢ Si a=1, las rectas se cruzan.

70 Halla la ecuacién de la recta que pasa por A(1, 1, 1), es paralelaa m: x—y+2z-3 =0 y corta

x=1
as: y=3"

* Como cortaa s, pasard por el punto P(1, 3, k) para cierto valor de 4.
* Como pasa por A(1,1,1) ypor P(1, 3, k), un vector direccién es AP 0,2, £-1).

* Como ha de ser paralelo al plano T, serd perpendicular al vector normal de 7, n (1, -1, 1). Por
tanto:

AP en=-2+k—-1=0 —k=3, esdecir: AP (0,2,2)//(0,1,1)

¢ Las ecuaciones de la recta son:

x=1
y=1+A
z=1+A



Unidad 5. Puntos, rectas y planos en el espacio VANANNSACHILLERA Q)

Matematicas |l

Cuestiones tedricas

71 ;Verdadero o falso? Justifica las respuestas.

- 1
a) El plano x + 14y + 11z + 12 = 0 es paralelo a la recta % 5 Y _ =,

xgz - y+11 —z-1.

¢) El vector director de una recta determinada por dos planos secantes, es paralelo a los vectores
normales de ambos planos.

b) El plano del apartado anterior contiene a la recta

d) Si las rectas 7 y s se cruzan, existe una recta que pasa por un punto dado y cortaa r ya s.

e) Si el vector director de una recta no es perpendicular al vector normal de un plano, la recta y
el plano se cortan.

f) Silos planos 0. y [ son paralelosy T es un plano que los corta, entonces el sistema de ecua-
ciones que forman los tres planos es compatible indeterminado.

x=1+2t
g) Larecta {y=2+ ¢ estd contenida en el plano de ecuacién 2x -y + mz =3 cualquiera que
z=0

sea el valor de m.
a) n, =(1, 14, 11)

d,=(5,2,-3)

n/lr— n, Ld

(1,14, 11) - (5,2,-3) = 0, luego m// . La afirmacién es verdadera.
b) n, = (1, 14, 11)

E; =(3’ _1; 1)
"1r-0,-1,1)

(1,14,11)-(3,-1,1) = 0, luego m// r.

Sustituimos las coordenadas de P, en m:2—14+ 11+ 12=11 %0 — son paralelos y no tienen

ningln punto en comun. La afirmacién es falsa.

¢) Falso. El vector director de una recta determinada por dos planos secantes, es perpendicular a los
vectores normales de ambos planos.

erdadero. Es la recta interseccién de los dos planos que contienen a cada una de las rectas y a
d) Verdadero. Es la recta int de los dos pl t d de | tas y al
punto dado, respectivamente.

e) Verdadero. Si el vector director de una recta no es perpendicular al vector normal de un plano,
entonces la recta no es paralela al plano, luego se cortan.

f) Falso. El sistema de ecuaciones que forman los tres planos es incompatible, puesto que no hay nin-
glin punto que pertenezca a los tres a la vez, porque dos de ellos son paralelos.

g) Falso.
d;=(2,1,0)
" P =(1,2,0)

rTn . T, =(2,-1,0)-(2,1,0) =3 # 0, luego no se cumple que r// .

Por tanto, no puede estar contenida » en T.
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72 a) Explica como se obtienen las ecuaciones paramétricas de un plano del que se conoce la ecua-
ci6én implicita. Aplicalo al plano 7: x + 2y—z—1=0.

b) ;:Cémo se hace si en la ecuacién no aparece una de las incégnitas? Aplicalo al plano
n':2x—z+8=0.

a) Hacemos, por ejemplo, y=A, z=[ y despejamos x.

En el caso del plano x+2y—2z—1=0, quedarfa: x=1-2y + z; es decir:

x=1-2A+L
y=A son sus ecuaciones paramétricas.
z=U

b) Se procede de la misma manera. Hacemos, por ejemplo, x=A, y= y despejamos z. En el caso
del plano 2x—z + 8 =0, quedarfa: z=2x + 8; es decir:

x=A
y=u son sus ecuaciones paramétricas.
z=8+2\

73 ;Cuiles son las ecuaciones implicitas de esta recta?:
x—4 _JYt3 z_1
o o0 2
:Cémo se podria recorrer el camino inverso, es decir, encontrar la ecuacién continua a partir de
la ecuacién implicita?

No es admisible que el denominador de una fraccién sea cero. Por tanto, esta expresién solo tiene va-
lor simbdlico. Se trata de una recta que pasa por el punto P(4, -3, 1) y es paralela al vector (0, 0, 2).

x=4
Sus ecuaciones paramétricas son: {y=-3
z=1+2\
x=4
Las ecuaciones implicitas son: L} _ 3

Despejamos las ecuaciones:
x=4 %x—4=0 N x_4=y+3
y=-3 y+3=0 0 0

El vector serd (0, 0, 1), que es paralelo a (0, 0, #) para cualquier %4 y hace que z pase por cualquier
punto, luego:

x—4=)’+3 _z—a_z-1

0 0 ke 2
x=3
74 Las ecuaciones {y=5 tienen dos pardmetros pero no representan un plano. Explica por
z2=2+A+[L

qué. ;Qué figura es?

Realmente, los dos pardmetros se comportan como uno solo. Estas ecuaciones paramétricas son equi-
valentes a estas otras:

x=3
y=5
z=A\

Si interpretamos las primeras ecuaciones en forma vectorial, se tra-
ta de una figura que pasa por (3, 5, 2) y se genera con los vectores l Y
(0,0, 1)y (0,0, 1). Obviamente, es un tinico vector paralelo al eje :

X :

Z. Por tanto, es una recta paralela al eje Z que pasa por (3, 5, 2).
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75 ;Qué posicidén relativa deben tener dos rectas para que determinen un plano?

Deben ser paralelas o secantes.

76 Sean m; y m, dos planos paralelosy 7,y », dos rectas contenidas en T; y T,, respectivamente.
:Podemos asegurar que 7,y r, son paralelas?

No. Pueden ser paralelas o cruzarse.

77 Sean A(x,y,2) vy B (xz, ¥2 %) dos puntos del plano ax + by + cz + d = 0. Prueba analitica-
mente que el vector AB es perpendicular al vector n(a, b, c).

Aen — ax;+by,+cz+d =0

Bem — axy+by, +czy+d =0

Restando, obtenemos:
a(xy —x7) + b(yy — y)) + c(2y — 21) = 0; es decir:
(@, b,0)»AB=0 —> n-AB =0

Por tanto, AB es perpendiculara n .

78 ;Qué condicién deben cumplir tres puntos para que determinen un plano? Justifica que hay
infinitos planos que contengan a los puntos A (1, 2, 3), B(2,3,4) y C(5,6,7).

La condicién que deben cumplir tres puntos para que determinen un plano es que no deben estar
alineados.

AB = (1,1, 1), AC = (4,4,4) —> A, By C estdn alineados, luego determinan una recta.

Hay un haz de planos que los contienen.

79 Considera la recta y el plano siguientes:

{ax+by+cz+d=0

Tax+b"y+c'"z+d"=0
ax+by+c'z+d' =0 Y

a) ;Qué significa geométricamente que el sistema que se obtiene juntando las ecuaciones de la
recta y el plano sea compatible?

b) ;Y si el sistema resulta compatible indeterminado?

a) Si el sistema es compatible tiene solucidn, es decir, se cortan en un punto o en una recta.

b) Si es compatible indeterminado, significa que la recta estd contenida en el plano.

80 Indica qué condicién deben cumplir 4, b, ¢ y d paraqueel plano T: ax + by + cz+ d =0 sea:
a) Paralelo al plano XY.
b) Perpendicular al plano XY.
c) Paralelo al eje Z.
d) Perpendicular al eje X.
e) No sea paralelo a ninguno de los ejes.

Q) a=b=0, c20, 420

b)c=0
c)c=0,d=0
d)b=c=0

e)a=0, b=0, c20
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81 a) Demuestra que la ecuacién del plano que corta a los ejes en A (4, 0, 0), B(0, 5,0) y C(0,0,c),

siendo a4, b y ¢ no nulos, puede escribirse X, J +2=1.
a

b ¢

x Y =z

b) Calcula los puntos de corte del plano 5 ot = 1 con los ejes de coordenadas.

a) Si sustituimos las coordenadas de los puntos A, B y C en la ecuacidén dada, vemos que la cum-
plen.

Por otra parte, para ver los puntos de corte con los ejes de coordenadas del plano dado, hacemos lo
siguiente:

ecorteconeleje X = y=2=0 - x=a = A, 0,0)
ecorteconeleje ¥ = x=2=0 — y=56 — B(0,4,0)
ecorteconeleje Z = x=y=0 — z=c = C(0,0,c¢)
b) Evidentemente, los puntos de corte son:
(5,0, 0), (0,2,0), (0,0,7)
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x= l+at
82 Razona qué condicién deben cumplir @, b y ¢ paraquelarecta {y= 2+bt sea:
z=-3+ct

a) Paralela al plano XZ.
b) Perpendicular a XY.
c) Paralela al eje X.

d) Pase por P (2, 3,-2).

a) T = plano XZ

n, =(0,1,0)

n/r— n, Ld — 0,1,00@bc)=0 = b=0
b) © = plano XY

n,=(0,0,1)

n/r— n, Ld — 0,01)(@bc)=0— c=0
o doy=(1,0,0)

(@ byc)=k(1,0,0) = b=c=0
d) PP.=(2,3,-2)-(1,2,-3) = (1,1, 1)

PP, = k(a, b, c)

(1,1, 1) =k(a, b,c) = a=b=c
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83 Describe y representa cada una de las siguientes figuras:

o0 x=0 x=\ x=0
a)y=3 b) {z:O Ox=y=z d)\y=3 e 1y=U f) \y=3
z=A z=0 z=0

a) Es un plano paralelo al plano XZ que pasa por (0, 3, 0)

b) Es la recta interseccion de los planos YZ y XY, es decir, la recta del eje OY-

¢) Es una recta que pasa por el origen y tiene como vector de direccién (1, 1, 1).

V4 /
1,1,1) %

d) Es una recta paralela al eje OZ que pasa por (0, 3, 0).

e) Es un plano que pasa por (0, 0, 0) y contiene a los vectores (1, 0, 0) y (0, 1, 0), es decir, es el plano
XY.

f) Es el punto (0, 3, 0).

Para profundizar

84 Considerael plano 7: ax + y + z+ 1 = 0 y las rectas:

x=1 x=2 x=3
ry: y=z )t y=2z 7'3. y=3z

Calcula el valor de 2 para que los puntos de corte del plano con cada una de las rectas estén
alineados.

Hallamos los puntos de corte del plano con cada una de las tres rectas:

Tconr: a+2z+1=0— z= _IZ_‘Z - P(l, 45”,%)

T con ry: 2a+3z+1=0 — z= _1%24 - Q<2, _2_44,_1_2”>

3 3
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T con ryz: 3a+4z+1=0 — z= _12362 - R(S,_3;9d;_1;34>

Los vectores PQQ 'y QR han de tener sus coordenadas proporcionales:

>~ —1-52 1-4 —1-11a 1-a
PQ(I’ 6 6 ) QR(I 12 12)

—-1-5a _—l-1la
6 12
l-a 1-—a

c 1z !

Por tanto, 2= 1.

— 2—-10a=-1-11a > a=1

85 Puntos interiores en un segmento

Dividimos el segmento PQ en cinco partes iguales y situamos el punto V' a dos unidades de P
y atres de Q. ;Cudles son las coordenadas de V?

Para hallarlas, llamamos: p= 0P, q-= w P .//.‘//*//. @

= “= PO = = =
OV=p+PQ=p+y @ p= 5p 59

a)Si P(4,-1,8) y Q(-1,9, 8), hallalas coordenadas de V.

b) Obtén las coordenadas de un punto W situado en el segmento PQ del siguiente modo: se
divide el segmento en 7 partes iguales y situamos W a 2 de P.

Aplicalo a los puntos P(2, 11, -15), Q(9,-3, 6).

¢) Demuestra que si dividimos el segmento PQ en m + n partes y situamos X a m unidades
de P, las coordenadas de X son:

>

q

p+
m+n: m+n

d) Demuestra que si 0 <0 < 1, entonces (1—0)p+0q esun punto de PQ.
) V= 2418+ 21,9.8)-(2,3,9

b) Razonando como en el caso anterior, llegamos a:

v LD 2 e L2 2
oW = £ PQ = =
P+ Q=p+ m p)= 7p+7q
Si consideramos el caso P(2, 11,-15) y Q(9, -3, 6), entonces:
= %(2’ 1 1) _15) + %(9) _3) 6) = (45 7) _9)

¢) Razonando como en los casos anteriores, tenemos que:

P—’z" m
n Q p+m+

OX =p+- q-p)=
Pt n@ p)

=@— 2z >p+ q=—"—p+—"—q
m+n m+n m+n m+n

d) Llamamos & =|PQ |. Sea X un punto del segmento Q) que esté a una distancia o4 de Py
(1-0)d de Q. (Como 0<o <1, entonces 0 < 0d<d; luego X pertenece al segmento PQ).

Razonando como en los apartados anteriores, tenemos que las coordenadas de X son:
(1-a)d paod s
d d

Por tanto, este punto (que es X) es un punto del segmento PQ.

q; esdecir, (1—0)p +0q
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Autoevaluacién
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1 Considera la recta » que pasa por los puntos P(1,2,3) y Q(1,-1, 3) y el plano que contiene a
los puntos A(1,0, 1), B(2,-1,3) y C(4, 1, 0). Determina:
a) Las ecuaciones implicitas de la recta y el plano.
b) Su posicién relativa.

a) Ecuaciones implicitas de la recta:

{3; =(1,-1,3)-(1,2,3)=(0,-3,0)=-3(0,1, 0)
r:

P.=(1,2,3)
Es una recta paralelaa OY:
x=1
r:
{z =3

Ecuacién del plano:
AB = (2,-1,3)-(1,0,1) = (1,-1,2)
AC = (4,1,0)-(1,0,1) = (3, 1,-1)
x—=2 y+1 z2-3
w1 -1 2 |=0 5> m—~x+7y+42-3=0
3 1 -1
b) n, = (-1,-9, 4)
;; . E;= (-1,-9,4)-(0,1,0) =-9 = 0 — luego se cortan.
x-y =0

& a) Halla el vector director de la recta #: { .
y+z=2

b) Escribe las ecuaciones paramétricas de la recta anterior.
) d,=(1,-1,0x(0,1,1) = (-1,-1,1)

b) Hallamos un punto de 7:

P.(2,2,0)
x=2-A

riyy=2-»~A
z=\

3 Dadas las rectas 7 y s de ecuaciones:

x—y+z=1 x-2_Jy+l _ 2
r:{2x+y—z=2 5 3 2 2
Halla la ecuacién de la recta paralela a 7 y que pasa por el punto de s cuya tercera coordenada,
2z, es 0.
P(2,-1,0)
d=(1,-1,1)x@2,1,-1)=(0,3,3) =3(0, 1, 1)
x=2
r'iyy=-1+A
z=Mh
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4 Halla la ecuacién del plano que contiene a la recta:

x= 243\ 1
r:1y=—1— A yesparaleloa s: x-3 _V*'_ =z
A 5 © 2 -3

Vectores de direccién de m: (3, -1, 1) y (5, 2, -3)
Punto: P.(2,-1,0)

x—-2 y+1 =z
m| 3 -1 1]=0 > mx+14y+112+12=0
5 2 3

5 Halla la posicién relativa de las rectas 7 y s para k=2 y k=5. Sise cortan, indica en qué punto:

1 x=15+4\
r xT717=J’0 =Z;8 st y=_2_ 7\'
z=19+ kL
 Para k=2:
d,(7,0,2); R(17,1,8) € 7 =
— R(2,3,-11
d5(4) _1>2)> 5(15) _2)19)6 s ( )
Veamos el rango de estos tres vectores:
7 0 2
4 -1 2 |=77+24+4-42=063=20
2 3 -11
Los tres vectores son linealmente independientes. Las rectas, por tanto, se cruzan.
* Para k=5:

d,(7,0,2); R17,1,8) € r

— SR(2,3,-11
d,(4,-1,5); S(15,-2,19) € 5} @3 )

Veamos el rango de estos tres vectores:

7 0 2
4 -1 5 1|=0
2 3 -11

El vector SR depende linealmente de d, y d,. Las rectas, por tanto, se cortan.

Expresamos 7 en paramétricas e igualamos coordenada a coordenada:

x=17+71 17 +7W =15+ 4L
riqy=1 - 11=-2-A
z=8+2 8+2U=19+5A

El sistema tiene solucién: A = -3, @ =-2

Sustituimos A =-3 en s:

x=15+4(-3)=3
y=-2-(-3)=1 | Secortan en el punto (3, 1, 4)
z=19+5(-3)=4

Se obtiene el mismo punto sustituyendo W =-2 en las ecuaciones de 7.
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6 Estudia la posicién relativa de los siguientes planos segun el valor de m:
ou2x+y+z—1=0 Bix+y—z-m=0 Vex+mz+1=0

En caso de que se corten en una recta, escribe sus ecuaciones paramétricas.

21 1
1 1 -1{=m=2
1 0 m
21 1
*Sim#2 = mn |1 1 -1|=3 — Los planos se cortan en un punto.
1 0 m
21 21 1
'Sim:2—>‘1 1‘=1¢0—>mn 11 -1|=2
1 0 2
Si consideramos los términos independientes:
21 1
11 2(=0
1 0 -1

Es decir, para m =2 el rango de la matriz ampliada es 2 y el sistema es compatible indeterminado —
los planos se cortan en una recta:

2x+y+z—-1=0
r:

x+y—2z-2=0
Resolvemos el sistema: x=-2A—1, y=3A+3, z=2A
x=—1-2A\
ri9y=3+3A
(2=

7 Considera el punto P (2,0, 1) y las rectas:

x=1 x= 7- A
ri1y=5+ A ry: 1y =—15+3A
z=2+2) z= 7

Halla una recta s que pasa por P ycortaa r; ya r,.
La recta pedida, s, serd la interseccién de dos planos:

* T;, que contienea P ya 7).

* T,, que contienea P ya r,.

El vector director de la recta 7, d; (0, 1, 2), es paralelo al plano y el vector que va desde el punto
P al punto R((1,5,2) delarecta r;, PR, (~1,5,1), también lo es. Por lo tanto, el plano m; serd:

x=2 y z-1
-1 5 1 [=0—>9(x-2)+2y—(2-1)=0 = W:9x+2y—2-17=0
0 1 2

De la misma forma, T, vendrd dado asi:

x=2 y z-1
5 =15 6 |=0— -18(x-2)-06y=0 = My:3x+y—-6=0

-1 3 0
s es la interseccidn de los planos 1, y T,:
x=\
Ix+2y—2-17=0
3 c-ol ™ y=6-3\
X+ y— =
! z=-5+3\
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8 Determina la recta que pasa por A(1, 1, 1), es paralelaa m: x—y+2—3 =0 y cortaalarecta s:
=
y=3
7 es la interseccién del plano 7' paralelo a T que pasa por A y del plano ©" que contienea s ya A.
T:x—y+z+k=0
Aem:1-1+1+k=0 = k=-1
T:x—y+z—1=0
d, =(1,0,0)x(0,1,0)=(0,0,1)
a {11:(1,3, 0)
AP = (0,2, -1)

x—-1 y-1 z-1
| 0 0 1 |=0 > 7m":2-2x=0 - x-1=0

0 2 -1
x—y+z-1=0
7
x—1=0



